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Введение

Идеи Лейбница и Эйлера положили начало теории дифференциальных уравнений
дробного порядка, однако эта тематика получила бурное развитие только в конце XX
столетия, за счет осознания ее практического применения в различных отраслях есте-
ствознания таких как биология, экономика, прикладная математика и других. В насто-
ящее время дробный математический анализ характеризуется значительным ростом за
счет его изучения нашими соотечественниками и зарубежными коллегами (см., напри-
мер, монографии [1], [2], статьи [3], [4], [5] и др.).

Изначально методы нелинейного функционального анализа применялись и разраба-
тывались в приложениях к дифференциальным уравнениям такими учеными как Пуан-
каре А., Брауэр Н.А., Хопф Г., Шаудер Ю. и др. Данные методы с начала 50-х годов XX
века претерпели изменения и в дальнейшем были применены к новым классам диффе-
ренциальных уравнений, а также к дифференциальным включениям, этим занимались
Красносельский М.А., Крейн С.Г., Борисович Ю.Г., Забрейко П.П., Звягин В.Г., Пе-
ров А.И., Садовский Б.Н, Каменский М.И., Обуховский В.В. Развитие данных методов
связано в первую очередь с тем, что дифференциальные включения являются удобным
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аппаратом для описания систем управления, систем с разрывными характеристиками,
математической физики, экономики и биологии (см., например, монографии и статьи
[6], [7], [8] и др.).

Настоящая работа продолжает исследования в этом направлении, в ней указанные
методы применяются для изучения нового класса дифференциальных включений дроб-
ного порядка.

Пусть E — сепарабельное банахово пространство, Kv(E) — совокупность его непу-
стых выпуклых компактов. Для a > 0, h > 0 обозначим

D = C
(
[−h, a], E

)
, C = C

(
[−h, 0], E

)
.

Для x ∈ D определим функцию xt ∈ C, xt(θ) = x(t+ θ), θ ∈ [−h, 0].

Рассмотрим общую краевую задачу для полулинейного функционально-дифферен-
циального включения дробного порядка

Dqx(t) ∈ Ax(t) + F (t, xt), t ∈ [0, a], (1)

Qx̃ ∈ Sx, (2)

где q ∈ (0, 1), x̃ ∈ C
(
[0, a], E

)
, x̃(t) = x(t), t ∈ [0, a]. В этом включении A : D(A) ⊂

E → E — линейный замкнутый оператор в E, порождающий ограниченную C0 полу-
группу

{
T (t)

}
t≥0

; обозначим M = sup
∥∥∥{T (t)}∥∥∥, t ≥ 0. Относительно мультиоператора

F : [0, a]× C → Kv(E) будем предполагать следующие условия:
(F1) для всех x ∈ C мультифункция F (·, x) : [0, a] → Kv(E) допускает сильно изме-
римое сечение;
(F2) для почти всех t ∈ [0, a] мультиотображение F (t, ·) : C → Kv(E) полунепрерывно
сверху;
(F3) для любого непустого ограниченного Ω ⊂ C найдется функция αΩ ∈ L∞(

[0, a]
)

такая, что для почти всех t ∈ [0, a], x ∈ C выполнено∥∥F (t, x)
∥∥ ≤ αΩ(t)

(
1 + ∥x∥C

)
;

(F4) найдется функция µ ∈ L∞(
[0, a]

)
такая, что для любого ограниченного множе-

ства Ω ⊂ C при почти всех t ∈ [0, a] выполнено

χ
(
F (t,Ω)

)
≤ µ(t)φC(Ω),

где χ — мера некомпактности Хаусдорфа в E, φC — модуль послойной некомпактности
в C

φC(Ω) = sup
t∈[−h,0]

e−ptχ
(
Ω(t)

)
.

Для операторов из граничного условия (2) предполагаются следующие условия:
(Q) Q : C

(
[0, a], E

)
→ C — линейный ограниченный оператор;

(S) мультиотображение S : D → Kv(C) является полунепрерывным сверху и переводит
каждое ограниченное множество в относительно компактное.
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1. Основные понятия

О п р е д е л е н и е 1. Интегральным решением задачи Коши (1) – (2) на проме-
жутке [−h, a] называется функция x ∈ D такая, что Qx̃ ∈ Sx,

x(t) = G(t)x(0) +
∫ t

0

(t− s)q−1T (t− s)f(s)ds, t ∈ [0, a],

где f(s) ∈ F (s, xs),

G(t) =
∫ ∞

0

ξq(θ)T (t
qθ)dθ, T (t) = q

∫ ∞

0

θξq(θ)T (t
qθ)dθ,

ξq(θ) =
1

q
θ−1− 1

qΨq(θ
−1/q),

Ψq(θ) =
1

π

∞∑
n=1

(−1)n−1θ−qn−1Γ(nq + 1)

n!
sin(nπq), θ ∈ R+.

З а м е ч а н и е 1.
∫∞
0

θξq (θ) dθ = 1
Γ(q+1)

.

О п р е д е л е н и е 2. Линейный оператор G : L∞([0, a];E) → C([0, a];E), опре-
деленный соотношением

Gf(x) =

∫ t

0

(t− s)q−1T (t− s)f(s)ds, t ∈ [0, a],

называется оператором Коши.

Обозначим через D0 подпространство C
(
[0, a], E

)
, состоящее из функций вида

x(t) = G(t)x(0). Определим сужение Q0 оператора Q на D0. Будем предполагать,
что выполнены следующие условия:
(QS) существует линейный ограниченный оператор Λ : C → D0 такой, что

(I −Q0Λ)(y −QGf) = 0

для всех x ∈ D, y ∈ S(x) и f ∈ F (s, xs);

(Q̃) линейный ограниченный оператор Q̃ : C → C, определенный как Q̃c = Q
(
(rc)|[0,a]

)
,

является обратимым.
Нетрудно видеть, что при выполнении условия (Q̃) оператор Λ можно задать яв-

ным образом
Λc = r

[
Q̃−1(c)

]
.

В предположении, что условие (QS) выполнено, рассмотрим многозначный оператор
Γ : D → Kv(D), заданный соотношением

Γ(x) = ΛS(x) + (I − ΛQ)GF (s, xs).

Лемма 1. (см. [9]) Мультиотображение G является полунепрерывным сверху.
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Лемма 2. Мультиотображение Γ является полунепрерывным сверху.

Лемма 3. Каждая неподвижная точка мультиоператора Γ имеет вид

x = Λ(y −QGf) +Gf (3)

и является интегральным решением задачи Коши (1) – (2). Если дополнительно вы-
полняется условие (Q̃), то каждое интегральное решение x задачи Коши (1) – (2)
является неподвижной точкой мультиоператора Γ.

Введем в пространстве D векторную меру некомпактности ν : P (D) → R2
+ со

значениями в конусе R2
+, определенную как

νD(Ω) = max
D∈∆(Ω)

(
φD(Ω),modC(D)

)
,

где ∆(Ω) — совокупность всех счетных подмножеств Ω,

φD(D) = sup
t∈[0,a]

e−ptχ
(
D(t)

)
,

и константа p > 0 выбрана так, что для d > 0, удовлетворяющего неравенству

qM ∥µ∥∞
(
1 + ∥Λ∥b

)
Γ(1 + q)

dq

q
<

1

4
, (4)

выполняется следующая оценка

qM ∥µ∥∞
(
1 + ∥Λ∥b

)
Γ(1 + q)

1

pd1−q
<

1

4
. (5)

Вторая компонента определенной нами меры некомпактности ν, суть модуль равносте-
пенной непрерывности, который определяется соотношением

modC(D) = lim
δ→0

sup
u∈D

max
|t1−t2|≤δ

∥∥u(t1)− u(t2)
∥∥.

Лемма 4. Мультиоператор Γ является уплотняющим относительно меры не-
компактности ν.

2. Основные результаты

Теорема 1. При выполнении условий (F1), (F2), (F3), (F4), (Q), (QS), (Q̃),

(H1) множество решений задачи (1) – (2) на [−h, a] непусто и компактно.
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Abstract. In this paper we consider the Cauchy problem for a functional differential
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